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A positive integer m is said to be a practical number if every integer n, with 
1 <~ n <~ a(m), is a sum of distinct divisors of m. We give various characterizations 
of practical numbers and then study their algebraic and density properties. Among 
the further topics treated are the occurrence of practical numbers in arithmetic 
progressions, properties of arithmetic functions on the set of practical numbers, and 
related functions. We close with various conjectures uggested by numerical 
evidence. 9 1991 Academic Press, Inc. 
Un nombre pratique 1 est un entier naturel m non nul v6rifiant la 
propri6t6 suivante: pour tout entier n tel que 1 ~<n ~< tr(m) on peut 6crire 
n = ~.d[ m •d d off ed = 00U 1. 
L'int6r& des ces nombres r6side dans les propri6t6s de leur ensemble qui, 
ma connaissance, n'ont pas encore 6t6 signal6es dans la litt6rature. Bien 
diff6rents des nombres premiers puisque tous, sauf 1, sont pairs, puisqu'ils 
ont un nombre relativement 61ev6 de diviseurs, les nombres pratiques e 
r6partissent pourtant, au premier abord, comme les nombres premiers. Ils 
semblent poss6der une loi de r6partition analogue, une r6partition com- 
parable des diff6rences entre nombres cons6cutifs. Ils partagent avec les 
nombres premiers une propri6t6 de "tout ou rien" quant ~ leur pr6sence 
dans les progressions arithm6tiques. Comme pour les nombres premiers, on 
observe des couples de nombres pratiques jumeaux (dont on peut &ablir 
l'infinitude) avec, empiriquement, une loi de r6partition analogue ~ celle de 
leurs homologues premiers. Comme les nombres premiers, il semblent 
6galement v6rifier la conjecture de Goldbach. 
L'ensemble des nombres pratiques pr6sente cependant des diff6rences 
avec celui des hombres premiers ous l'angle des propri6t6s 6voqu6es. S'ils 
1Je suis la terminologie de A. K. Srinivasan [6] reprise 6galement par B. M. Stewart [7] 
plut6t que celle, beaucoup plus tardive de D.F. Robinson I-4] et M.R. Heyworth 1-2] 
appelant "panarithmiques" ces m~mes nombres. 
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semblent ob6ir ~t une densit6 de r6partition en 2/log x c'est avec un coef- 
ficient 2 sensiblement plus grand que 1 (de l'ordre de 1, 3). S'il y a des 
couples de nombres pratiques jumeaux, il y a aussi des triplets de nombres 
pratiques (c'est-~.-dire m, m + 2 et m + 4 pratiques) sans qu'on puisse aller 
au-del~ avec des nombres cons6cutifs (exception faite de l'unique quadruple 
2, 4, 6, 8). Enfin, dans les progressions arithm&iques de la forme an + b of J
ils se trouvent en nombre infini, la r6partition des nombres pratiques entre 
les diff6rentes classes de congruence de b modulo a n'est pas 6gale, con- 
trairement ~ce qui se passe pour les nombres premiers. 
Ces propri6t6s et quelques autres encore sont abord6es dans l'une ou 
l'autre des parties de l'article, selon qu'il s'agisse d'un r6sultat d6montr6, 
d'un fait observ6 ou d'une conjecture avanc6e sur la base de consid6rations 
th6oriques et empiriques (les r6sultats et les conjectures de ce travail sont 
publi6s, sans d6monstration, dans [3]). Le fondement exp6rimental de ce 
travail est constitu6 par deux s6ries de calculs men6es ur les ordinateurs du 
CIRCE d'Orsay. Elles ont donn6 lieu ~. de nombreuses observations dont 
on ne donnera ici que les grandes lignes, leur d&ail devant faire l'objet 
d'une publication ult6rieure. L'explication de cette analogie de distribution 
entre nombres pratiques et nombres premiers reste ~ d6courvir. Si cet 
article peut contribuer ~i susciter des recherches dans cette direction, son 
but sera largement atteint. 
Je tiens h remercier vivement les professeurs H. Cartan et H. Delange 
pour l'attention port6e ~ ce travail, rues coll6gues Y. Rav (Paris) et 
Y. Matiyassevitch (L6ningrad) pour les encouragements qu'ils m'ont 
prodigu6s et mon coll+gue J. Laminie dont les conseils 6clair6s m'ont per- 
mis d'utiliser au mieux les outils impressionnants que ie CIRCE propose 
aux chercheurs. 
Que le referee trouve ici l'expression de ma gratidue pour ses pr6cieux 
commentaires. 
0. NOTATIONS ET RAPPELS 
Les termes "plus grand", "plus petit", "positif" et "n6gatif" sont/t com- 
prendre strictement. Pour les relations larges on utilisera, respectivement 
les expressions "au moins 6gal fi", "au plus 6gal fi", "non n6gatif" et "non 
positif". 
Les lettres pet  q seront r6serv6es ~l'usage de variables pour les nombres 
premiers, avec la pr6cision suivante: le symbole Pn repr6sentera toujours le 
ni6me nombre premier (p~ =2). Pour repr6senter une suite de nombres 
premiers on utilisera la lettre q avec des indices ad6quats. De la m~me fa~on, 
les lettres met  s seront r6serv6es ~i l'usage de variables pour les nombres 
pratiques. Le symbole sn d6signera exclusivement le ni6me nombre pratique 
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(So = 1, s~ = 2 .... ), la lettre m avec ou sans indices servira de variable pour 
les nombres pratiques ou les suites de nombres pratiques autres que la suite 
de tous les  nombres pratiques. 
Pour illustrer ces conventions, pour un entier n autre que 1 on 6crira sa 
d6composit ion en facteurs premiers: 
n = q~ .-. q~k off les a~ sont des entiers non nuls et q~ < ..- < qk 
ou bien 
n = p~'~ .-- p~ off les a~ sont des entiers non n6gatifs. 
On rappelle que d(n) d6signe le nombre des diviseurs de l'entier n, a(n) 
la somme de ceux-ci, og(n) le nombre de ceux qui sont premiers, I2(n), le 
nombre des facteurs premiers pond6r6s par leur exposant dans la d6com- 
position de nen  ces facteurs, ~b(n), le nombre d'entiers plus petits que net  
premiers avec lui. 
On rappeUe que a (p" )= I+p+ ... +p~=(p ,+ l_  1 ) / (p -1 ) ,  que s in  l 
et n2 sont premiers entre eux alors a(nln2)= a(nl)a(n2). I1 en r6sulte que 
si nl In2 alors a(nl)<~ a(n2) et tr(nl)/nl <~ tr(n2)/n2. 
On rappelle que ~b(n)= n 1- Ip ln(1-  l/p). 
On rappelle que ~z(x) est le cardinal des nombres premiers au plus 6gaux 
au r6el positif x. On rappelle que pour x >t 2089 
n(2x) - 7z(x) > 3x/log x 
(cf. [5]) .  Un calcul simple pour 6 <~ x ~< 20 89 (compte-tenu de la croissance 
de x/log x pour x ~> 3) montre que pour x >/6 
rc(2x) - rt(x) > 89 x. 
1. RI~SULTATS 
1.1. D~finitions 
Soient a et b deux entiers. On dit que best reprksentable par les diviseurs 
de a (ou que les diviseurs de a repr6sentent b) si on peut 6crire: 
b=~ edd 06 ~d'~0 OU 1. 
din 
On rappelle qu'un entier m est donc un nombre pratique si et seulement 
si ses diviseurs repr6sentent tous les  entiers de 1 ~ tr(m) inclus. 
a et b &ant deux entiers, on dit que best ?z portke de a si et seulement 
si b = 1 ou si le plus petit facteur premier p de b v6rifie p ~< tr (a)+ 1 (en 
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particulier, tout entier positif diviseur de a est fi portae de a). Dans le cas 
contraire on dit que best  hors de portOe de a (ou que b kchappe h a). 
Enfin n 6tant un entier plus grand que 1, soit 
n=q'~ . . .q / ,  
sa d6composit ion en facteurs premiers (on suppose les a~ entiers non nuls 
et q, < ... <q~). 
On d6finit des entiers Q0, Q~ ..... Q~ par: 
Q0=l  
ak+ 1 Q~+l=Q~qk+l  pour k = 0, ..., r -  1. 
Chacun des entiers Qk est appel6 prOfixe de n. Qo est le pr6fixe minimal, 
Qr le pr6fixe maximal. On appelle terminaison de n tout quotient de n par 
un de ses pr6fixes. 
1.2. Critkres de praticitO 
On reproduit ici dans une terminologie nouvelle et avec de 16g+res 
am61iorations les d6monstrations de crit6res trouv6s par B. M. Stewart [7]  
puis D. F. Robinson [4]. On en tirera des algorithmes de calcul efficaces 
dont on ne donnera que le sch6ma. 
Commenqons par 6noncer le 
THI~ORI~ME 1 (D. F. Robinson). Soit nun  entier et d~ = 1, d2 ..... dr = n 
la liste de ses diviseurs par ordre croissant. Pour k entier, k <<. r, on pose 
t~ = d~ + ...  + dk et to = O. L'entier nest  un nombre pratique si et seulement 
si dk+l <<.tk + l pour k=O .... , r -1 .  
Preuve. La condition est n6cessaire. Si d~ + L > tk + 1 pour un indice k, 
le nombre t ,+  1 n'est pas repr6sentable par les diviseurs de n puisque 
t~=dl  +dr+ ...  +d  k. 
La condition est suffisante. 1 est repr6sentable par d~= 1. Comme 
d 2 ~ d I § 1 (d 'o~ nest  pair s in  n'est pas 6gal fi un) dl, d2 repr6sentent tout 
nombre m v6rifiant 1 ~< m ~< dE + d~ = t 2. Supposons repr6sentable tout 
nombre m tel que 1 ~< m ~< tk par dl ..... dk. En consid~rant les sommes 
correspondantes augment6es de edk +1 (e = 0 ou 1 ) on repr+sente ainsi tout 
nombre m avec ! ~<m ~< t~+~ par dj ..... dk+ L. Comme tr = ~(n), n est un 
nombre pratique. | 
Ce th6or~me fournit un test de practicit6 concr6tement ex6cutable 
sch6matis6 par la liste d'instructions uivantes que nous appellerons algo- 
r ithme I: 
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1. poserS=l  e tD=l ;  
2. calculer D le  diviseur suivant de n; 
3. tester s iD>S+l ;  
4. si oui, n n'est pas pratique; 
5. sinon, tester si D = n; 
6. oui, nest  pratique; 
7. sinon, former Sen  ajoutant D ~t sa valeur pr6c6dente; 
8. revenir ~ l'&ape 2. 
Utilisant la terminologie introduite au paragraphe 1.1 on peut 6noncer 
tr+s simplement le crit6re suivant de praticit6 constitu6 par le: 
THI~ORI~ME 2 (B. M. Stewart). Un entier est un nombre pratique si et 
seulement si chacune des ses terminaisons est ~ portie du prif ixe correspon- 
dant. 
Preuve. Elle s'appuie sur le: 
LEMME 1. S im est un nombre pratique et pun  nombre premier h portie 
de m et premier avec m, le produit mp n est un nombre pratique pour tout 
entier n. 
En effet, soit un entier m. I1 est clair que 1 est un nombre pratique t que 
2 est le seul nombre premier ~i port6e de 1. On peut donc supposer m >~ 2. 
La condition du th6or~me st n6cessaire: soit m = q~l.., qar, qi nombres 
premiers distincts et ai entiers. Soient Q0, .-., Q, les pr6fixes de m, du mini- 
mal au maximal. Supposons qu'une terminaison de m est hors de port6e du 
pr6fixe correspondant. On aura, pour un indice k ~< r -  1, qk+ I > cr(Qk)+ 1. 
Le nombre o(Q~)+ 1 ne peut alors &re repr6sent6 par les diviseurs de m: 
toute somme contenant un diviseur divisible par qh avec h >/k + 1 exc6de 
cr(Qk)+l;  mais la somme des diviseurs compos+s des seuls facteurs 
premiers ql ..... qk est major+e par cr(Qk). 
La condition est suffisante: 1 est pratique. Par hypoth6se donc, ql est 
port6e de 1 et donc Q I est pratique en vertu du Lemme 1. Si par hypoth6se 
de r6currence Qk est pratique (k ~< r -  1), comme q~ +1 est ~t port+e de Qk, 
Qk+l est 6galement pratique en vertu du Lemme 1. Donc chaque Qk 
(k = 0 ..... r) est un nombre pratique, en particulier Q, = m. | 
I1 reste ~ d6montrer le lemme. 
Preuve du Lemme 1. On raisonne par r6currence surn. Le casn = 0 est 
trivial. On suppose le lemme 6tabli pour tout entier au plus ~gal h n. 
Soit a un entier non nul avec a <~ a(mp ~+ ~). 
Supposons a <~ a(m) p~ + 1. 
On peut alors 6crire a=alp"+l+r  off al<~a(m) et 0~<r<p "+1 
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Comme m est un nombre pratique, al est somme de diviseurs distincts de m 
et donc a lp"+ 1 est somme de diviseurs distincts de mp ''+ ~ qui sont multiples 
9 'w '~n r D k de p"+ ~ En base p on peut 8crire r = 2..k =o ~ ,~ off 0 ~< r~ < p. Comme pest 
fi port6e de m, r~ est somme de diviseurs distincts de met  rk pk est somme 
de diviseurs distincts de mp n + ~ multiples de p~ et d'aucune autre puissance 
sup6rieure de p. Ces diviseurs sont donc diff6rents des diviseurs consid6rSs 
ci-dessus dont la somme est a~ pn+~ ou de ceux dont la somme est rhp h 
pour h # k. Donc dans ce cas, a est un nombre pratique9 
Supposons a> a(m) p "+ 1 
On peut alors 6crite a=a(m)pn+l+b.  Comme a(mpn+~)= 
a(m)a(pn+ 1) puisque pest  premier avec m et que a(p n+ 1) = p,+ ~ + a(p") 
on a donc l<<.b<~a(m) a(p n) soit l<~b<~a(mp"). Par hypothbse de 
r6currence, best  somme de diviseurs distincts de mp"+l au plus multiples 
de p" (car pest  premier avec m) et donc diff6rents de chacun des termes 
de a(m)p  ~+ 1. Doric dans ce cas aussi a est un nombre pratique. 
COROLLAIRE 1. Si m est un nombre pratique et nun  entier non nul tel 
que n <<. a(m) + 1, le produit mn est un nombre pratique. 
Ainsi, si m est un nombre pratique et nun  entier positif diviseur de m, 
le produit mn est un nombre pratique. 
COROLLAIRE 2. Tout nombre pratique plus grand que 1 est pair. Tousles 
prOfixes d'un nombre pratique sont des nombres pratiques. 
On d6duit de ce second th6orSme un autre test de praticit6 sch6matis6 
par la liste d'instructions suivante que nous appellerons algorithme II: 
1. poser T= 1 et N=n;  
2. prendre Q le premier facteur premier de N; 
3. tester si Q> T+ 1; 
4. si oui, n n'est pas un nombre pratique; 
5. sinon: chercher la plus grand puissance de Q divisant N, soit Q~ 
(c'est le second pr6fixe de N apr6s le minimal) et calculer (dans une mSme 
boucle) S= 1 + Q+ -.. + Qa; 
6. former T en multipliant sa valeur pr6c6dente par S, former N en 
divisant sa valeur pr6c6dente par Q~ (ce qui peut se faire dans la boucle 
sugg6r6e /l l'6tape 5 et qui consiste ~i remplacer N par sa plus grande 
terminaison propre); 
7. tester si N- -  1; 
8. si oui, nest  un nombre pratique; 
9. si non, revenir fi l'6tape 2. 
On n'appliquera ce test qu'~i des hombres pairs. 
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De ces deux algorithmes, en d6pit des apparences, le second est de loin 
le plus efficace. Le Th6or4me 2 permet cependant d'am61iorer sensiblement 
l'algorithme I. On a en effet: 
THI~ORI~ME 3. Soit nen entierr pair et dl,  d2 ..... dr la liste de ses diviseurs 
par ordre croissant. Soit h le plus petit indice j pour lequel dj>~ wfn. Alors n 
est un nombre pratique si et seulement si
Vj j<h~dj+l<~t j+ l  ( to=Oet t j=d l+ .-- + dj) 
Vj j<h~dj+~<~t j+ l  ( to=Oet t j=d l+ . . .+d j )  
Preuve. La condition est 6videmment n6cessaire. 
Elle est suffisante. 
Soit n un entier non nul pair et non pratique. Soit m le plus grand 
diviseur pratique de n. Donc n =mk off k > 1. Soit p le plus petit facteur 
premier de k. Alors p ~' m (sinon mp serait un nombre pratique d'apr6s le 
Corollaire I du Th6or6me 2). Donc pest  hors de port6e de m, en par- 
ticulier, p > m. Soit dun  diviseur de n. On a d= 6dl ofa dl = pgcd(d, m). 
Si 6=1,  d<<,m. 
Si 6 r 1 tout facteur premier de 6 est premier avec met  de ce far 6/> p 
d'ofl d~> p. 
Donc pour tout diviseur d de n, d~>p ou d~<m. Donc, m 6tant un 
nombre pratique et p 6tant hors de porthe de m, pest  le premier diviseur 
de n pour lequel dj + 1 > tj + 1. 
Si p2< n on a la condition du thhor4me. 
Si p2 > n comme n = mk >~ mp > m(a(m) + 1 ) > m 2 on a m ~< ~ et donc 
pest  le premier diviseur de n au moins 6gal ~ ,v/-n. D'ofl l'4nonc6. II 
Comme le prouve l'exemple n= 102=6.17 on doit pousser le test 
jusqu'au premier diviseur au moins 6gal ~i x/-n. 
On appellera lgorithme II I  l'algorithme obtenu/t partir de l'algorithme 
I en rempla~ant l'instruction 6 par l'instruction 
6 bis. sinon, tester si D 2 > n. 
Le Thhor4me 2 permet 6galement d'obtenir un autre test de practicit6 
rappelant, dans une certaine mesure le crible d'Eratosthhne, puisqu'il 
permet, comme cette dernihre m6thode, d'obtenir un segment cornmengant 
de la suite des nombres pratiques. 
En effet, d'apr4s le Th4or4me 2, tout entier n non pratique s'4crit d'une 
fagon unique sous la forme n = mk off rn est un nombre pratique (le plus 
grand prhfixe pratique de n) et k un entier hors de porthe de m (la ter- 
minaison correspondante). Soit Nun  entier. Consid~rons la liste d'instruc- 
tions suivante que nous appellerons algorithme IV: 
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1. prendre m = 2; 
2. calculer or(m) et le plus petit nombre premier Pi hors de port6e 
de m; 
3. rayer tousles nombres n de la forme n = mp~ ... .  p~' +~ avec n ~< N off i+k  
~i, ..., ~i+k sont des entiers; 
4. prendre pour m le premier nombre pair non ray6; 
5. tester s im 2 >>, N; 
6. si oui, s'arr&er; 
7. sinon, revenir ~ l'6tape 2. 
~+r Comme a(m)>m,  mpi .. p t+r>N d6s que m 2~>N, on est stir que les 
nombres restant non ray6s quand la r6ponse au test de l'~tape 5 est 
positive, sont tous des nombres pratiques. On obtient ainsi tous les 
nombres pratiques au plus 6gaux ~ N. Pour N= 1000 l'algorithme IV 
effectu6 h la main (~i l'aide d'une simple calculette non programmable) ne 
demande qu'une demi-heure nviron pour peu qu'on dispose d'une table 
des nombres premiers inf6rieurs ~ 500. 
Observons qu'on ne peut gu+re am61iorer le test de l'instruction 5. La 
fonction cr(m) if&ant pas croissante sur les nombres pratiques, on ne peut 
remplacer ce test par le test a(m)2>~ N. Comme on le verra plus loin, le 
mieux que l'on puisse faire est de remplacer l'instruction 5 par l'instruction: 
5 bis. tester si 2m 2 >~ N. 
1.3. Quelques propriktks algkbriques des nombres pratiques 
Comme 1 est un nombre pratique et que 2 est ~ port6e de 1, on tire 
imm6diatement du Lemme 1 que toute puissance de 2 est un nombre 
pratique. De ce fait on a le  
THt~ORI~ME 4. II ex&te une infinitO de nombres pratiques. 
Du Corollaire 1 du Th6or6me 2 on d6duit imm6diatement le 
THEORI~ME 5. Le produit de deux nombres pratiques est un nombre 
pratique. 
I1 en r6sulte, par exemple, que le carr6 d'un nombre pratique est un 
nombre pratique. Mais un carr6 pratique n'est pas n6cessairement le carr6 
d'un nombre pratique. Ainsi 100 est-il pratique alors que 10 ne l'est pas. 
On a, d'une fa~on plus compl+te la 
PROPOSITION 1. Tout entier possbde un multiple propre qui s'av~re ~tre 
un nombre pratique et un multiple propre qui n'est pas un nombre pratique. 
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Preuve. Soit nun  entier. Si nest pratique, il suffit de prendre 2n pour 
multiple propre pratique. Sin n'est pas pratique, soit k le plus petit entier 
tel que 2k~<n<2k+L Comme a(2k)=2k+l - - I  il est clair que tous les 
facteurs premiers de n sont ~ port6e de 2 k. De ce fait, 2kn est un nombre 
pratique. 
Pour un multiple propre non pratique, il suffit de multiplier n par le plus 
petit nombre premier hors de port6e de n (que ce nombre soit pratique ou 
pas). | 
I1 en r6sulte que dans l'ordre de la division, tout entier poss6de une 
infinit6 de majorants pratiques et une infinit6 de majorants non pratiques. 
Ainsi l'ensemble S des nombres pratiques poss6de les deux propri6t6s 
suivantes 
(i) 0 r  I~S  
(ii) Vn~r~\{0} 3m~St .q .  n lm.  
D6signons provisoirement par Sun ensemble quelconque d'entiers poss6- 
dant ces deux propri&6s (on observera que l'ensemble des nombres prati- 
ques priv6 des puissances de 2 plus grandes que 1 poss6de toujours les 
propri&6s (i) et (ii)). Posons pour tout n-uple d'entiers a1 ..... an (n i> 1): 
Ms(a1 ..... a , )=min{m;  m~ S & al l m &. . .&  an I m} 
Ds(a l  ..... an)=max{m;m~S &m l al &. . .&m I an}. 
Du fait des propri6t6s (i) et (ii), les fonctions M set  Ds  sont toujours 
d6finies. On les notera respectivement Met  D pour all6ger les notations. 
On a alors: 
PROPOSITION 2. Pour tout n-uple d'entiers naturels non nuls al, ..., an, 
on a: 
M(a l  .... , an)= M(ppcm(a l  ..... a~)) 
D(al ,  ..., a~) = D(pgcd(al  .... , a,)  ). 
(1) 
(2) 
Preuve. M(a l  ..... a,) est un multiple commun h a~ ..... a,. Par d6fini- 
tion du ppcm on a donc ppcm(al ..... an) lM(a~ ..... an). Comme 
M(a~ .... , an) ~ S, il r6sulte de la d+finition de M que M(ppcm(a~ ..... a,))  <<. 
M(a l  .... , an). 
Pcsons maintenant m=M(ppcm(a~ ..... an)). C'est un multiple de 
ppcm(a~ ..... an) donc un multiple commun ~t a~ ..... a,. Comme rn e S, par 
d6finition de S on a M(a~ ..... a,)  <~ m. D'ofi l'6galit6 annonc6e pour M. 
La d6monstration pour D est analogue. | 
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Dor6navant, S d6signe l'ensemble des nombres pratiques. On notera ses 
616ments So, s~ ..... s ...... (s o = I, s~ = 2, etc .... ). On notera encore Met  D les 
fonctions d6finies ci-dessus qui lui sont attachdes. I1 r6sulte des seules con- 
ditions (i) et (ii) que M(n)= n (resp. D(n)= n) si et seulement s in  e S. On 
peut se demander de ce fair si l'hypoth6se a~ ..... a,, ~ S permet de simplifier 
encore les relations (1) et (2). I1 n'en est rien pour (2). I1 suffit de prendre 
a~=20 et a2=30 pour voir que D(a~ ..... a,) peut ~tre distinct de 
pgcd(al ..... a,) marne quand a~ ..... a,,e S. On peut cependant observer 
l'6galit6 D(al ..... a,)=pgcd(a~, .:., a~) pour des nombres non pratiques 
comme le prouve l'exemple a~ = 44 e ta  2 = 52. On a cependant la 
PROPOSITION 3. Si m et s sont des nombres pratiques, ppcm(m, s) est 
kgalement un nombre pratique. 
Preuve. Soit m=q~ ~...q~ en choisissant ql . . . . .  q~ premiers en ordre 
croissant de telle sorte que ~ :~ 0 ou /~ r 0. En 6cartant le cas trivial ot~ 
m=l  ou s=l ,  q~=2 et ~/~:~0 puisque m et s sont pratiques. On a 
ppcm(m, s) = q~. . .  q~/off 7i = max(~,/~i). Soit Q un pr6fixe de ppcm(m, s) 
et T la terminaison associ6e. Soit q le plus petit facteur premier de cette 
derni6re, q est alors ~ la port6e d'un pr6fixe de m (ou de s) puisque m est 
pratique et, par construction du ppcm, on peut supposer que ce pr6fixe 
divise Q. Donc q est fi la port6e de Q et de ce fait ppcm(m,s) est un 
nombre pratique. | 
I1 en r6sulte que si m~ ..... m, ~ S, la relation (1) devient 
M(ml ..... m,) = ppcm(m 1..... m~). 
On a dans le m~me temps la 
(3) 
PROPOSITION 4. Soit nun entier non nul. D(n) est le plus grand prkfixe 
pratique de n et pour tout nombre pratique m, m tn si et seulement si 
miD(n) .  
Preuve. Ecartons les cas triviaux off n= 1 ou D(n)= 1. On 6crit 
n=q~. . -q r  ~r et D(n)=q{~...q~r avec ql < "" <q~, qe premiers, ai entiers 
non nuls et fl~ ~< ai puisque D(n) ln. Comme D(n)> 1, soit k le plus grand 
indice j pour lequel/~j > 0. Si fli < a, pour un 
qiD(n) est un nombre pratique facteur de 
impossible. Donc /~= ai pour i<~ k. D(n) est 
donc le plus grand pr6fixe pratique de n. 
indice i tel que 1 ~< i ~< k, alors 
n (car qi<~D(n)) ce qui est 
donc le prbfixe Qk de n. C'est 
Soit maintenant m un nombre pratique. I1 suffit de montrer que si m [ n, 
alors miD(n) .  Soit m=q~ j...q~r off 7i~<at puisque m ln. On vient de voir 
que D(n)=q~. . .q~ k pour un indice k<<.r. Soit ml=ppem(m,D(n)) .  
D'apr6s la Proposit ion 3, ml est un nombre pratique, met  D(n) divisent n 
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done de m~me, m 1 ] n. Par d6finition de D(n) on a donc ml <~ D(n). Done 
m l=D(n), d'ofl miD(n).  | 
De la Proposition 4 on d6duit la 
PROPOSITION 5. Si a, b, c sont des entiers et si a I c, alors: 
m(D(a, e), D(a, b)) = D(a). 
Preuve. Comme a I e, D(a, c) -- D(pgcd(a, c)) = D(a). Done M(D(a, c), 
O(a,b))=M(D(a),  D(a,b)). Mais D(a,b)~S et D(a,b) I a. Donc 
D(a, b) l D(a) d'apr6s la Proposit ion& Done: M(D(a), D(a, b))= D(a), 
puisque, D(a), D(a, b) 6tant dans S leur  ppem, D(a), l'est aussi. | 
Du Th6or+me 1 on tire le 
LEMME 2. Pour tout nombre pratique m, a(m) >~ 2m-  1. 
Preuve. Cela est 6videmment vrai pour m--  1. 
Pour m ~> 2. Soient d~, d2 ..... d k la suite croissante des diviseurs de m. 
D'apr6s la condition du Th6or+me 1, rn = d~ ~< d l+ --- + dk_ 1 + 1. 
Donc2m~<dl+ ... +d~ + l =a(m)+ l. | 
Du Corollaire 1 du Th6or6me 2 et de l'identit6 de Bezout il vient alors 
le 
THI~ORI~ME 6. Soit dun  entier pair non nul. II ex&te une infinitk de 
nombres pratiques m tels que m + d soit kgalement un nombre pratique. 
Preuve. D6montrons qu'il existe une infinit6 de couples de nombres 
pratiques tels que 
ml <m2 <~2ml et pgcd(ml, m2)=d. (4) 
Soit Nun  entier non nul fix& Soit no l'entier tel que pour tout n ~> n o, 
d- 3 n soit un nombre pratique (un tel entier existe puisque d est pair). Soit 
k 0 l'entier tel que pour tout k ~> k 0 d. 2 ~ soit un nombre pratique. Fixons 
alors n/> n o tel que d. 3 n >~ max(2N, d. 2k~ Posons m2 = d. 3 n. Soit alors k 
tel que d- 2 k ~< m 2 < d. 2 ~ + 1. Comme k >/ko, d. 2 ~ est un nombre pratique. 
Posons ml = d -2  k. Alors m I ~< m2 < 2m~ et pgcd(ml, m2) = d par construc- 
tion. De plus, ml >m2/2>~2N/2=N. D'ofl l'existence d'une infinit6 de 
couples de nombres pratiques ml et m 2 tels que (4). 
Soient alors m~ et m2 deux nombres pratiques tels que (4). 
Soit u~ la plus petite solution positive de l'6quation mlul+d=_O 
(mod m2) qui existe en vertu de l'identit~ de Bezout. On sait que dans ces 
conditions, ul < m2/d <~ ml, puisque d>~ 2. Soit alors u 2 = (mL ul + d)/m2. 
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On a donc que u2 <~ mlm2/dm2 + d/m2 < ml/d + 1 <~ m 2. Donc ml u I et m2u 2 
sont des nombres pratiques et m2u 2 = m 1 Ul + d. 
On obtient une infinit6 de couples de nombres pratiques sk et sh tels que 
sh = sk + d comme suit: si k~, hi ..... k,  et h,, sont d6jfi construits, on cherche 
deux nombres pratiques mj et m: tels que (4) et tels .que m~ >sh~ Alors 
Sk,,+,=m~uletsho_l=m2u2etsk.~,>sh~puisquesko+,=mlu~>~m~>sh,. | 
En particulier, on en d6duit qu'il existe une infinit6 de nombres pratiques 
m tels que m + 2 soit 6galement pratique. 
1.4. Analogies avec les nombres premiers 
Dans cette partie, on examinera tout d'abord la question de la densit6 de 
r6partition des nombres pratiques, puis celle de leur pr6sence dans les 
progressions arithm6tiques. 
1.4.1. DensitO de rOpartition des nombres pratiques. On peut 6noncer le: 
THI~OREME 7. Soit S(x) le cardinal des nombres pratiques au plus kgaux 
h x. Alors S(x)/x ~ 0 quand x ~ oo. 
Preuve. Soit m un nombre pratique. Associons-lui le polyn6me 
Pm(X)=l--[apm(1 + xd). On a: Pm(X)=Z~=m)oa(k, m)X  ~ off a(k, m)~ ~. 
On observe que m est pratique si et seulement si a(k, m)~> 1 pour tout 
k de 1 ~i a(m). En faisant X= 1 il vient alors: 
a(m) 
Pp(1)=2a~ml= ~ a(k,m)>~a(m)+ l >~2m 
k=0 
d'apr6s le Lemme 2. Donc: 2d(m)~ 2m soit: 
log (2m) 
d(m)>- - -  (1) 
log 2 
On tire ais6ment de (1) que d(m)>2 ~l+~)l~176 avec e~<~. D'apr6s le 
Th6or~me 432 de [1 ] si, pour e > 0, C(x) est le cardinal des entiers au plus 
6gaux f ix  pour lesquels d(n) > 2 ~l + ~) Jog log n ou d(n) < 2 ~1 ~) log Jog, alors 
C(x)/x ~ 0 quand x ~ ~.  Comme S(x) <~ C(x) on a le  r6sultat 6nonc6. | 
I1 r6sulte de ce th6or6me que l'on a, pour les nombres non-pratiques, une 
propri6t6 analogue au th~or6me des blocs de nombres compos6s. Comme 
pour les nombres premiers, on peut cependant donner un caract6re 
constructif ~i cette propri6t6, comme on peut s'en convaincre avec la 
d6monstration du 
TH~OR~ME 8. Soient K et N des entiers non nuls fixes. On peut alors 
construire K nombres pairs cons~cutifs ni .... , n x avec N < n~ < ... < nk et 
tels qu'aucun d'eux ne soit un nombre pratique. 
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Preuve. Soient Pl ..... Pk la suite des nombres premiers au plus 6gaux fi 
2K. Soit a entier non nul tel que p~ > 2K. 
Soit 
M i=(p  I . . .pk) a 
M= max (a (m)+l ,N) .  
l<~m~Ml  
Soit pj (dans la suite des nombres premiers) le plus petit nombre premier 
p tel que p >I M. On pose 
Uh=2((px. . .p j ) "+h) ,  h=l  ..... K. 
On peut 6crire U h = 2Vh par construction de Uh. Consid6rons h ~> 2. Soit p 
un facteur premier de h. Alors p = Pi avec i<~ k et donc p[ Vh. Soit p" la 
plus grande puissance de p divisant Vh. Si 7 >~ a, en particulier, pa[V n. 
Mais alors Vh/p  a = (P l " "  Pj /P i )  a + h/P a. Or (P l " "  Pj/Pi) a ~ ~, alors que 
h/p 7 <~ K/p7 < 89 par d6finition de a. Donc c~ < a. 
On peut 6crire Vh= (l-Ipi[h p~')wh off ~<a.  
Par construction, whest premier avec h. Soit pun  facteur premier de wh. 
Alors pv~pi, i=  1 ..... j. Sinon Vh--O (modp)  et (p l . . .p j )~-O (mod p) 
d'ofi p [ hce qui est impossible. Donc p > pj. En particulier p > M. Comme 
o~ i < a i on a que 
et donc 
p>a~, lh lhpT ' )+ l  par d6finition de M. 
I1 r6sulte du Th6or6me 2 que Uh=2(IJp, lh p~i')Wh n'est pas un nombre 
pratique pour h = 2 ..... K. Pour h = 1 il est clair que tout diviseur premier 
p de V h v~rifie p > pj. De sorte que UI est 6galement un nombre non 
pratique. 
La suite UI ..... Ur r+pond donc ~ l'6nonc6. 1 
Le r6sultat suivant donne une certaine minoration de la densit6 des 
nombres pratiques. On a, en effet le 
THI~ORI~ME 9. S(x) d~signant le cardinal des nombres pratiques au plus 
Ogaux au r~el positif x, on a, pour x assez grand: 
X 
S(x) >1 A 
exp (log log x) 2 + 3 log log x 
off A est une constante strictement positive. 
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Preuve. Soit x r6el fix6, x ~> 64 et r entier non nul tel que 
2~.~+r+J ~x  < 22~--'+r ~_ ~ 
et soit y=x-2  ~r+,~.Alors 
22'+' ~< ), < 22~.2+ I et y>~16. 
On pose yk=y ~/2~ Off k=0,  1 ..... r. Soient alors s, nombre pratique, 
q~ ..... qr nombres premier tels que: 
yr <~ S < 2yr 
y,~<ql <2y~ 
Yr l<~q2<2yr I (*) 
yi <~qr<2yl 9 
De tels nombres premiers existent en vertu du postulat de Bertrand. Un 
tel nombre pratique existe puisque toute puissance de 2 est un nombre 
pratique et une puissance de 2 au moins v6rifie la condition y~ ~< s < 2yr. 
Observons que pour k= 1 .... , r 
Sq l ' ' ' qk>~Yr 'Y r ' ' ' Y r  k+l=Y 1/2~+1/2~+'+1/2~ k+t=Y 1/2~ k=yr  k" 
Observons 6galement que s &ant un nombre pratique, a (s )+ l~> 
2S~ 2yr~ ql, de sorte que sql est 6galement un nombre pratique. Si on 
suppose, par hypoth+se de r6currence que sql ""qk est pratique, alors 
a(sqt " "qk)+ 1 >~2sql ...qk>~2yr k>qk+l ,  et donc en vertu du 
Th6or6me 2, Sq l ' ' ' qkqk  +l est 6galement un nombre pratique. 
I1 en r6sulte que m=sql  ""qr est un nombre pratique. Par ailleurs, 
Yk= (Yk+l) 2 et yk+l>>-Yr~>4 d'apr6s le choix de r. Donc 2yk+l<~ Yk de 
sorte que si l'on considbre sq l . . .q r  et s'q'~...q'r v6rifiant les conditions 
ci-dessus, comme ql <q2 < "" <qr  et q'~ < --- <q'r on tire de sq~.. .q~= 
s'q'~ ... q; que ql = q'1 ..... qr = q'r car aucun des q~, q~ ne peut diviser sou  s' 
qui ne sont pas des nombres premiers (Yr ~> 4) et donc s = s'. Par ailleurs, 
sql ... qr <~ 2"+ lYr ' Yr'" " Yl = 2r+ IY 1/2~+ l /2 r+ l/2r 1 + . . .  + 1/2 
=2r+ly .  
Donc, comme il y a au moins 89 choix possibles de qr k+~ 
(sauf pour Yr (off il faut prendre 88 Yk)) car card {p; a-N< p < 2a} ~> 
89 a) pour a ~> 6 (cf. rappel du paragraphe 0) et ~yr choix possibles 
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pour s (car 4 ~< yr < 24 et consulter la table des premiers nombres pratiques 
donn6e en annexe) on en d6duit que 
>1 1 (1y  -1 y~y~"'y~ 
s(2r+ ly) , /5  "4" \2 J  (log yD.--( log y l) 
1 1 y 
10 2 r (log yr) . . .  (log yl) 
(on a vu que Y,'Yr'Yr l ' ' 'Y~ = Y)" Comme log yk=(1/2 \ ) log y il vient: 
I 2 ~3,21 +" +r 1 2rCr 1)/2 Y (**) 
S(2r+ ~Y) ~> 10 (log y)~ -- 10 (log yy '  
"~2r + 2 + 1 Comme 22r+' ~ y < z on a 
2 r + 1 log 2 ~< log y < 2 ~ + 1 log 4 + log 2 (***) 
et comme x = 2 ~+ ly on a log y ~< log x = log y + (r + 1 ) log 2. I1 r6sulte de 
(***) que r+ 1 est de l'ordre de loglog y. Donc pour y assez grand, on 
peur supposer que 
log y ~< log x ~< 2 log y. 
On tire de (**) que 
1 2~(,. ll/2 X _ 1 2~(~ 3)/2 x 
S(x) >i '~ 2 r+ l(log x) ~ - 2-O (log x) ~' 
I1 r6sulte de (***) que l'on peut minorer 2 r par log y/log 24 donc par 
log x/2 log 24 dans l'expression ci-dessus. D'ofi 
1 ( logx X lr - -3) /2 )2 l X 
S(x)>~-~--d\2~---og~4 j I (log x)~ ~> 20 23((r 
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En reportant cette majorat ion du d6nominateur dans (****) il vient 
puisque 29/2/20 = 25/2/5 
2 5/2 x 
S(x)  > . ! 
1.4.2. Nombres  pratiques et progressions arithmktiques. Autre analogie 
partielle avec les nombres premiers, la pr6sence des hombres pratiques dans 
les progressions arithm6tiques. On a, tout d'abord la 
PROPOSITION 6. Soient a et b deux entiers non nuls, a > b. S' i l  existe un 
nombre pratique au moins Ogal it a et congru it b modulo a, il en existe un 
infinitk. 
Preuve. Soit s = an + bun nombre pratique pair congru ~i b modulo a. 
On a donc an + b = s< a(s). Comme s est un nombre pratique, on sait 
d'apr6s le Lemme 2 que a (s )+ 1 ~> 2s. D'apr6s le postulat de Bertand il 
existe un nombre premier p tel que s < p ~< 2s. Comme p >s /> a, pes t  
premier avec a. Donc pr _ 1 (mod a) et: 
Vk ~ t~ pk~lu) _= 1 (mod a). 
Soit alors mk = pk*(a)s. I1 est clair que m~-b  (rood a) pour tout k~ t~. 
D'apr6s la caract6risation du Th6orbme 2, mk est 6galement un nombre 
pratique, puisque p <~ 2s <<. a(s) + 1. | 
Observons qu'~. partir du nombre m 1 = p~"ls  d6fini ~i la d6monstration 
pr6c6dente, en appliquant la m6me construction qu'~i s on obtient une suite 
de nombres pratiques congrus ~ b modulo a dont tous les diviseurs 
premiers, sauf "ceux du d+but" figurent dans la d6composition en facteurs 
premiers avec un m~me exposant, 6gal ~i ~b(a). Ce que l'on peut formuler 
ainsi: 
PROPOSITION 7. Soient a et b deux entiers non nuls, a > b. S' i l  existe un 
nombre pratique au moins Ogal it a et congru it b modulo a, il existe un entier 
k et une suite m,  de nombres pratiques congrus it b modulo a tels que pour 
tout nombre premier  p, pk + ~ ~ mn quel que soit n. 
I1 reste ~i caractariser l'existence d'un nombre pratique au moins 6gal 
a et congru/ t  b modulo a. C'est ce que donne le 
THI~ORI~ME 10. Soient a et b deux entiers non nuls, a > b. Soit d le pgcd 
de a et de b. Une condition nOcessaire et suff icante pour qu'il existe un nom- 
bre pratique au moins ~gal it a et congru it b modulo a est que le quotient de 
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a par d ne soit pas divisible par au moins un des nombres premiers gt portOe 
de D(a, b). 
Ainsi si a et b sont premiers entre eux, comme ~(1) = 1, il y a une infinit6 
de nombres pratiques congrus/t b modulo a si et seulement si a est impair. 
Preuve du Thkorbme 10. Soit d~ = D(a, b). Soient p~, P2 ..... Pk tousles 
nombres premiers ~ port6e de dl. Soit aj le quotient de a par 
d= pged(a, b), bl le quotient de b par d. 
Supposons que pour un indice i avec 1 ~< i ~< k, p~ ~ a~. Alors: 
D'ofi 
soit 
Vn~ pTr 1 (modal )  
blpTO(~')=bl (moda l )  
bpT~(a')-b (mod a). 
Montrons que bp7 ~a~) est un nombre pratique pour n assez grand. En effet, 
bp7 '~(a') = dbl p~(a,) = bl 6dl p'~(a~) 
off d=dl~. 
Or dl est un nombre pratique et Pi ~< a(dl) + 1, de sorte que d~ p~,4(a,) est 
un nombre pratique quel que soit n (on remarque que si dl = 1, pi = 2 de 
sorte que la conclusion reste vraie). D'apr6s le Lemme 1 on a donc que 
pour n assez grand, bp7 ~(a`) est un nombre pratique. 
La condition est donc suffisante. 
Montrons qu'elle est n6cessaire. 
Supposons donc que Pi[ al pour chaque i=  1 ..... k. Soit n fix4, n entier 
naturel non nul et q un diviseur premier de aln + bl. 
Si q est fi porthe de d~, q est 6gal fi un des p~. Comme p~[al, alors 
Pi[ b~. Or al et bl sont premiers entre eux par d6finition de d. Donc q est 
hors de port6e de dl. Par ailleurs, d= d16 avec dl = D(d). Si donc 6 # 1 
tout diviseur premier p de 6 est 6galement hors de port6e de dl. Or 
an +b= dl6(aln +b~). Tout facteur premier q du nombre 6(aln +bl) est 
done hors de port6e de dl. II r6sulte donc du Th6or4me 2 que le nombre 
an + b n'est pas pratique. | 
En cons6quence route progression arithm6tique contient soit une infinit6 
de hombres pratiques, soit aucun, soit un seul (au cas off b lui-m~me serait 
un nombre pratique). Ce dernier cas se rencontre, par exemple avec les 
nombres de la forme 12n+2. Seul 2 est en effet pratique parmi ces 
nombres. Observons que le th6or6me n'envisage que les progressions de la 
forme an + b off b r 0. Le casb  = 0 a en fair 6t6 abord6 (Proposition l) et 
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on sait qu'alors, quel que soit a, il y a une infinit6 de nombres pratiques 
de la forme an (ainsi qu'une infinit6 de nombres non pratiques). 
Comme les nombres pratiques autres que 1 sont pairs, on peut supposer, 
pour l'6tude des nombres pratiques de la forme an + b, que la raison de 
cette progression est un nombre pair, et que best 6galement pair et v6rifie 
O<b<~a. 
On appellera skquent oute suite (finie ou non) de termes cons6cutifs de 
la progression arithm6tique an + b. On dira qu'un s6quent est pratique si 
tous ses termes sont des nombres pratiques. Pour un s6quent fini, sa 
longueur est le nombre de termes qu'il contient. 
L'observation des progressions arithm6tiques r6v61e des s6quents finis 
pratiques de longueur variable. On peut montrer (voir plus loin) qu'un 
s6quent pratique est n6cessairement fini. La progression an + b &ant fix6e, 
on peut 6tablir que la longeur de ses s6quents pratiques est born6e. On a 
une d6monstration de cette propri6t6 ainsi qu'une estimation de cette borne 
par le 
THEORI~ME l 1. Soient a et b deux entiers pairs non nuls avec b <<. a. Soit 
m=D(a,b) ,  p~ ..... Pr la suite des hombres premiers ~ portOe de m et 
Fir = P l " "P , .  Alors la longueur des sOquents pratiques de la progression 
arithmktique an + b est majoritke par M r - -  I. 
Preuve. Considarons les nombres: b + an, b + a(n + l ) ..... b + a(n + k ) 
avec k >>. H r - -  2 ,  0~] M res t  d6fini conform6ment fi l'hypoth6se du th6or6me. 
Soit d= pgcd(a, b), a=da~, b=db~ et m=D(a,b) .  On a donc 
Hr=Pl ' "P r  off pl ..... Pr est la suite des nombres premiers fi port6e 
de m. On peut donc 6crire b+a(n+h)=d(b~+al (n+h) ) .  Comme 
pgcd(al ,b l )= 1 il existe un entier naturel h tel que b~+a~(n+h) soit 
premier et varifie b~ +a~(n+h)>FL  (Theoreme de Dirichlet). Soit p le 
reste de bl +a l  (n +h)  modulo H r pour h defini pracademment, pes t  un 
reste premier modulo FI r. Considarons maintenant pj le reste de 
b~ +a~(n+j )  modulo FIr pour j parcourant ~. Les p~ sont des restes 
modulo H r et constituent donc une suite p6riodique de pariode au plus Hr. 
Donc parmi les restes modu lo / / , ,  Po, P ~ ..... Pk, comme k ~> F i r -  2, un de 
ces restes au moins est 6gal fi p. 
Donc pour une valeur de j comprise entre 0 et k, bl +a~ (n+j )  a un 
reste modulo Fir premier avec FIr" I1 en r6sulte qu'aucun des nombres p~ 
( i= 1 ..... r) ne divise bl +a~(n+j )  et de ce fait tout facteur premier de 
b~+a~(n+j)  est hors de port6e de m. Comme il en est de m~me des 
facteurs premiers de d/m par dafinition de m, on en deduit que le nombre 
b+a(n+j )=d(b l  +a~(n+j) )  n'est pas pratique. II 
Comme D(a, b) lD(a) (d'apr6s la Proposition4) et que de ce fait 
a(D(a, b))+ 1 <~a(D(a))+ l, le th6or6me semble indiquer que pour les 
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progressions arithm6tiques an + b, a 6tant fix6 et b parcourant les restes 
pairs modulo a, les s6quents les plus longs soient fi chercher dans la 
progression des multiples de a. C'est ce que l'observation confirme. 
Remarquons 6galement que pour a = 2, le th6or6me fournit une borne 
6gale fi 5 pour la longueuer des s6quents pratiques. Cette borne est en fait 
3 si on excepte le s6quent 2, 4, 6, 8, comme le montre la 
PROPOSITION 8. Pour n pair plus grand que 2, au moins un des quatre 
nombres n, n + 2, n + 4, n + 6 est non pratique. 
Preuve. n 6tant pair, on peut 6crire n = 2k off k < 1, puisque n >~ 4. Les 
nombres n, n+2,  n+4,  n+6 s'6crivent respectivement 2k, 2(k+ 1), 
2(k + 2), 2(k+ 3). Le tableau des congruences, modulo 6 des nombres k, 
k+ 1, k+2 et k+3 donne 
k k+l  k+2 k+3 
0 1 2 3 
1 2 3 4 
2 3 4 5 
3 4 5 0 
4 5 0 1 
5 0 1 2 
On constate donc qu'au moins un des quatres nombres k, k + 1, k + 2, 
k + 3 a un reste premier avec 6, de sorte que le plus petit facteur premier 
de ce nombre (k > 1 ) est au moins 6gal h 5 donc hors de port6e de 2. 
Donc un des nombres n, n + 2, n + 3, n + 4 n'est pas pratique. | 
Le Th6or6me 11 d6montre 6galement qu'une progression arithm6tique ne 
peut contenir de s6quent pratique infini. On peut se demander, puisque 2" 
est un nombre pratique quel que soit n, s'il existe un polyn6me ~ une 
variable ~ coefficients entiers relatifs dont les valeurs sur Z soient, au signe 
pr6s, un nombre pratique. La r6ponse est n6gative, comme pour les 
nombres premiers, ainsi que le montre le 
THI~ORI~ME 12. Soit f cY [X] ,  de degrk au moins Ogal gl 1. II existe 
une infinit~ de valeurs de n (n~ N) telles que [f(n)l ne soit pas un nombre 
pratique. 
Preuve. Comme deg f >~ 1 on peut trouver n ~ N tel que f (n )  v~ O. 
Soit alors m=D( I f (n ) [ ) .  Soit Pl ..... Pr la liste des nombres premiers it 
port~e de m et H~=p~. . -pr .  
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f n'6tant pas constant, il existe un entier k tel que 
I/ ( n + H~ / (n ) )r > [ /'(n)l. 
Soit N= If(n + Hff(n)) l .  
Le daveloppement de Taylor de f nous donne, si h = H~f(n) que 
hjf~a~(n) 
U=]f (n ) l  l+hf ' (n )+ ... + d! 
off d = deg f Observons que f(J)(n)/j! E 2_ pour j ~< d. 
On peut donc 6crire 
N=l f (n ) ] ] l+H~AI  oil A~E et ] I+H~AI>I .  
On peut 6crire ]f(n)l =mB of a Be N*, B= 1 ou B hors de port6e de m. 
Soit q le plus petit facteur premier de 11 + H~AJ. Il est clair que q est 
distinct des Pi pour i=  1 ..... r. Donc l1 + H~AJ est hors de port~e de m. 
Donc N n'est pas un nombre pratique. | 
On observe cependant, sur des exemples concrets, des diff6rences de 
comportement avec les nombres premiers, en ce qui concerne les 
polyn6mes. On constate ais6ment par un calcul sur les premiers entiers 
qu'il y a de tr6s nombreux nombres pratiques de la forme n 2+n. I1 y 
en a en fait une infinit6 car pour tout nombre pratique m, m + 1 
2m ~< a(m)+ 1 et de ce fait m(m + 1)= m2+ m est un nombre pratique. Par 
contre le marne probl6me, concernant les hombres pratiques de la forme 
n 2 + n + 2 semble plus proche de son homologue premier avec le polyn6me 
nZ+n+ 1. 
Ceci nous conduit fi consid6rer maintenant les 
1.5. PropriOtds spdcifiques aux nombres pratiques 
1.5.1. Comportement des fonctions arithmOtiques usuelles ur les nombres 
pratiques. Le comportement des fonctions arithm~tiques usuelles sur les 
nombres pratiques diff6re notablement du comportement de ces m~mes 
fonctions sur les hombres premiers, mais aussi sur les entiers naturels. 
Du paragraphe pr6c6dent on tire d6jfi les r6sultats uivants: 
Vrn~S ~(m)~>2m-  1 (1) 
log (2m) 
Vrn s S d(m) >~ - -  (2) 
log 2 
II est ais6 de constater que, pour la relation (1), il y a 6galit6 lorsque m 
est une puissance de 2. M. R. Heyworth a d6montr6 la r6ciproque (cf. [2]). 
En voici une autre d6monstration avec la preuve de la 
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PROPOSITION 9. Si m est un nombre pratique distinct d'une puissance de 
2, alors tr(m) >~ 2m. 
Preuve. Soit m = 2~k ot~ a e ~* et k impair, k > 1. Comme k est premier 
avec 2 ~ tr(m)/m = (a(2~)/2a)(tr(k)/k) >~(2 -  1/2")(1 + lip) ofa pest  le plus 
petit diviseur premier de k. Donc t r (m)/m>~2+2/p-1/2a-1/2ap= 
2+(2~+1-p-1) /2~p.  Or 2"+~-p- l~>0 puisque m &ant pratique 
p~<a(2~)+ 1 =2 a+~. p 6tant premier, p<2 "+~. | 
On tire de cette d6monstration que tout nombre parfait pair est 6gale- 
ment pratique. On a 6galement: 
PROPOSITION 10. Si m parcourt l'ensemble des nombres pratiques 
autres que les puissances de 2, alors l imin fm~(~r(m) /m)=2 et
lim sup,, ~ o~ (tr(m)/m) = + oo. 
Preuve. Soit m = 2ap b off pes t  un nombre premier/t port6e de 2 ~ Alors 
a(m)/m = ((2 a+ 1 _ 1)/2~ 9 ((pb +~ _ 1)/pb(p _ 1 )) <<. 2" (pb+ 1/(pb+ ~ _pb)) 
=2' (p / (p - -1 ) )  d'ofi la premi6re relation (il suffit de prendre p assez 
grand puis a tel que 2 ~ ~< p < 2 ~ + ~). 
Soit H, = pl ... Pr produit des r premiers nombres premiers. 
Observons que H~ est pratique en vertu du postulat de Bertrand. On a, 
par ailleurs que tr(H~)/H~= ~'dlpr 1/d>>-Z~ 1/p, d'ofi la seconde relation 
puisque Y'.~ 1/pi= + or3. II 
On tire ais6ment de cette d6monstration, en utilisant les deux m~mes 
suites de nombres pratiques la 
PROPOSITION 11. Si m parcourt l'ensemble des nornbres pratiques 
autres que les puissances de 2, alors l imsup(0(m)/m)= 89 et 
lim infm~ ~(qk(m)/m) = O. (Comme (~(n)/n = l--[pLn (1 - l/p), qJ(m)/rn <~ 89 pour 
m pair). 
Quant aux fonctions o9 et (2, on peut 6noncer la 
PROPOSITION 12. 
avec 
Pour tout nombre pratique pair m on a 
( l~176 
log \ log 2 ] "~ log 2 (3) 
lim inf g2(m) (2(m) 
log log~ < + ~ et lim sup ~ > 0. 
rn~oo m ~  g 
Preuve. L'in6galit6 de droite dans (3) est vraie pour tout entier. Pour 
les nombres pratiques, elle est atteinte par les puissances de 2 d'o~ la relation 
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lim sup,, ~ (f2(m)/log m) -- ~ L'indgalit6 lira sup .... (f2(m)/'log m ) > 0 
reste vraie, m6me si l'on enl6ve les puissances de 2. 
L'in6galit6 de gauche dans (3) r6sulte de ce que f2(n)>~logd(n) pour 
tout entier naturel non nul et de ce que log d(m) >1 log(log m/2) en vertu de 
(2) pour les hombres pratiques pairs. 
I1 reste fi 6tablir lim inf, . . . .  (f2(m)/log log m) < + oc. 
A cette fin il suffit de prendre en consid6ration les nombres pratiques 
construits dans la ddmonstration du Th6or6me 9. 
Soit rn=4 et q~ ..... qr premiers avec 42k ~<q~<2.42~-~, k= 1 ..... r. On 
d6montre, par rbcurrence sur r que si mr = mq~...q~, alors 
42r~<mr<82r. (*) 
I1 en r6sulte alors, par r6currence sur k que mk est pratique et que qk + ~ est 
port6e de m k. Donc m rest un nombre pratique. 
Par construction g2(mr)=r+2 et en vertu de (*), log (log mr/log 8)~< 
r log 2(log mr/log 4) ce qui ach6ve la d6monstration de lira inf,,_ ~(f2(m)/  
log log(m)) < + ~.  II 
1.5.2. Prkcisions sur la fonction M. Dans ce paragarphe, on pr6cise 
quelques propri6t6s de la fonction M d6finie au paragraphe 1.3. En 
particulier, on introduit une fonction suppl6mentaire, Q, d6finie de la 
fagon suivante: 
Pour tout entier n non nul, on pose Q(n)=M(n) /n ,  de sorte que 
M(n)  = Q(n) .n  par d6finition. On a le 
LEMME 3. Soient nl et n 2 deux entiers premiers entre eux. Alors 
Q(nl n2) <~ max(Q(nl) ,  Q(n:) ). 
Preuve. Supposons nl ~ n2. Donc m 2 = Q(n2)n zest pratique et me >/nl. 
Donc tous les facteurs premiers de nl sont ~ port6e de m 2 et donc mzn I est 
6galement pratique. Donc Q(nln2) <.N Q(n2). | 
Le lemme sugg~re donc d'6tudier le comportement de la fonction Q sur 
les puissances d'un nombe premier et sur les nombres premiers eux-m~mes. 
On a alors le 
TH~ORt~ME 13. Pour tout nombre premier p et tout entier n on a 
Q(p") = Q(p)  et Q(p)  est un nombre pratique. 
II existe une constante A positive telle que pour tout nombre premier p 
impair 
Q(p) < p. 
A log log p 
LES NOMBRES PRATIQUES 23 
Preuve. On peut supposer p impair (s ip = 2 l'assertion du th6or6me st 
trivialement v6rifi6e). I1 existe alors un entier k non nul tel que 
2~<p<2 ~+~. Comme p~<2 k+l -  1 =a(2  ~) on a donc que p est ~ port6e 
de 2 k de sorte que 2kp est pratique. Donc Q(p)<~2k<p. Soit m=Q(p). 
Soit m I =D(m). Si m:~m~ on peut 6crire m=mln ofa n n'est pas ~ port6e 
de m~. Or p>n.  Donc p, afort ior i ,  n'est pas fi port6e de m l, Coil 
mlnp=mp n'est pas pratique. Donc m=ml et donc m est pratique. Mais 
alors rnp n est pratique quel que soit n (Th6or6me 2). Donc Q(pn)<< Q(p). 
Posons m~=Q(p"). D'apr6s ce qui pr6c6de, m~<p. En consid+rant, 
comme ci-dessus D(ml), on d6montre de la m~me mani6re que D(ml)= m~ 
donc que m~ est pratique. Comme m~p ~ est pratique, n6cessairement 
(Th6or6me2), p est ~ port6e de m~ et donc m~p est aussi un nombre 
pratique d'o~ Q(p)<~ml. Donc Q(pn)= Q(p). 
I1 reste ~ 6tablir le membre de gauche de l'in6galit6 formul6e dans 
l'6nonc6 du Th6or6me 13. On sait qu'il existe une constante positive B telle 
que pour tout entier n plus grand que 3 tr(n)<~Bnloglogn (cf. [1, 
Th. 323]). On peut choisir B tel que B > e;' > 1 (7: constante d'Euler). On 
peut supposer B > ~. 
Soit p un nombre premier impair et m = Q(p). Supposons 
P Q(p)< 
2B log log p" 
Alors 
a(rn)<~Bmloglogm<B P log log ( P ) 
2B log log p 2B log log p 
= P ploglog(  p ) 
2 log log 2B log log p " 
Comme 2B > 11, 2B log log > 1 pour tout nombre premier impair. Donc 
log log (p/2B log log p) < log log p. D'ot~ 
tr(m ) < P loglog p P 
2 log log p = 2 < p - 1. 
Donc p > a(m) + 1. p est hors de prot6e de met donc le produit mp ne peut 
~tre un nombre pratique, ce qui contredit la d6finition de m = Q(p) d'apr6s 
la premi6re partie du th6or~me. Donc Q(p)>~p/2Bloglog p pour tout 
nombre premier impair. II 
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Du Lemme 3 et du Th6or6me 13 on tire le 
COROLLAIRE. Pour tout entier n plus grand que 1 on a: 
Q(n) <~ max Q(p). 
pin  
I1 convient de remarquer que si Q(p) est un nombre pratique pour tout 
nombre premier impair p, Q(n) ne l'est pas n6cessairement pour un entier 
n quelconque comme le prouve l'exemple n = 22 pour lequel Q(n)= 3. 
On a 6galement le 
THI~ORI~ME 14. La fonetion Q est cro&sante sur les nombres premiers et, 
par consOquent, la fonction M est strictement croissante sur les nombres 
premiers. 
Preuve. Soient ql et q2 deux nombres premiers avec q~ <q2. Soit 
m2 = Q(q2). On sait que m2 < q2 et que m2 est pratique. Donc m2q 2 6tant 
pratique, q2 est ~t port6e de m2 et, afortiori, comme ql < q2, q~ l'est aussi 
d'ofi m2q~ est pratique. Donc Q(q l )4m2=Q(q2 ). Mais alors M(q~)= 
ql Q(ql) < q2O(q~) <~ q2O(qz)= M(q2) soit M(q~) < M(q2). | 
D'ofi l'on tire le 
COROLLAIRE. Pour tout entier naturel n plus grand que 1, si q dOsigne le 
plus grand facteur premier de n, Q(n) <~ Q(q). 
I1 convient de noter que la fonction Q n'est pas strictement croissante. La 
formule du Th6or+me 13 montre qu'elle tend vers + oo quand p tend vers 
l'infini. Sa croissance s'effectue donc par "palliers" de longueur variable. 
Enfin, si Q restreinte aux nombres premiers prend ses valeurs dans S elle 
n'y est pas surjective. Ainsi Q-1(28)= ~.  
Nous terminons ce paragraphe par la 
PROPOSITION 13. Soit s~,s2,...,s,,.., la suite des nombres pratiques 
pairs. Soit S~ = sl s2 ... s, et M,  = M(sl ..... sn). On a alors: 
mn 
lim ~-  = 0. 
Preuve. D'apr6s les Propositions 2 et 3, Mn = ppcm(sl ..... s,). Soit ~ la 
plus grande puissance de 2 dividant M,,  ~k la plus grande puissance de 2 
divisant sk e t / / la  plus grande puissance de 2 divisant Sn. 
On a donc ~k i> 1 pour tout k puisque sk est pair et comme M, est le 
ppcm de sl ..... sn, 9 = max ~k = ~i pour un indice i. D'ofi/~/> ~ + n - 1. 
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Donc comme pour tout facteur premier p de S., Vp(Mn)~l)pSn), 01.1 
Vp(r) est l'exposant de la plus grande puissance de p qui divise rentier non 
nul r, on a donc Mn/S. <~ 2~/2 B ~< 1/2 n- ~ d'ofi le r6sultat. | 
2. OBSERVATIONS 
Comme indiqu6 dans l'introduction de cet article, deux s6ries de calculs 
ont 6t6 effectu6es sur les ordinateurs du CIRCE d'Orsay dans le but d'ob- 
server les propri6t6s de nombres pratiques et de les comparer ~ celles des 
nombres premiers. I1 ne sera pr6sent6 ici qu'un compte-rendu succinct de 
ces manipulations exp6rimentales qui feront l'objet d'une publication 
ult6rieure. On en donnera le protocole puis les r6sultats empiriques qui s'en 
d6gagent. 
2.1. Protocole 
Chaque s6rie de calculs 6voqu6s ci-dessus concerne un domaine 
d'investigation pr6cis. D6finissons ces domaines: 
On pose D1 = {n~ [~; 1 <n~< 106}. 
Consid6rons l'intervalle [105, 1012] dans ~. Partageons le en 100 inter- 
valles dont les extr6mit6s x sont logarithmiquement 6quidistantes. Pour 
u= [x] on pose D2.u = {n~ t~, u<n<~u+ 10000} et D2= Uu D2,u. 
On a relev6 tousles nombres pratiques de chacun de ces domaines (avec 
relev6s 6par6s pour chaque Dzu ) en calculant simultan+ment pour chaque 
nombre la valeur correspondante d s fonctions a, d, ~0 et O. On a 6gale- 
ment relev6 tousles hombres premiers de ces domaines. 
Dans les deux cas, la s6lection des nombres pratiques 'est effectu6e 
l'aide de ralgorithme II. Celui-ci est nettement plus performant que les 
algorithmes Ie t  III. L'algorithme IV est /~ peine plus rapide que 
l'algorithme II mais pr+sente deux inconv6nients majeurs par rapport/l ui: 
pour obtenir tout ou partie des nombres pratiques inf6rieurs/l N il faut au 
pr6alable calculer tousles nombres premiers inf6rieurs ~ N/2 (contre x /~ 
pour l'algorithme II), et l'algorithme IV ne fournit qu'une liste de nombres 
pratiques alors que le test de praticit6 de l'algorithme II permet de calculer 
en m~me temps les fonctions d, a, co et O. Le premier inconvenient rend 
l'algorithme IV inutilisable dans l'exporation des parties 610ign6es de D 2. 
Le second inconv6nient lui fait pref6rer l'algorithme II pour l'6tude de D1. 
Par contre pour les nombres premiers, on a utilis6, dans les deux cas, une 
m6thode de cribe fond6e sur celle d'Eratosth6ne. 
Les op6rations effectu6es sont les suivantes: 
I. Comptage des nombres pratiques de D~ et de chaque D2.u; m~me 
op6ration avec les nombres premiers. 
26 MAURICE MARGENSTERN 
II. Comptage des couples pratiques m, m + 2 dans D1 et dans chaque 
D2,u; mEme operation pour les couples premiers p, p + 2; m6me operation 
pour les triplets pratiques m, m + 2, m + 4. 
III. Comptage des nombres pratiques de la forme an + b pour b ~< a 
avec a et b pairs et a variant de 4 fi 50 inclus dans D~ et dans D 2. 
IV. REpartition des diff6rences entre deux nombres pratiques con- 
sEcutifs dans chaque D~,~; marne operation avec les nombres premiers. 
V. Comptage dans chaque D2,u des couples d'entiers consEcutifs dont 
l'un des terme est pratique t l'autre premier. 
VI. Calcul du minimum, du maximum et de la moyenne, pour chaque 
D2, u des fonctions uivantes: 
(i) a(m). (ii) d(m___)). (iii) m(m)+12(m). 
m log m' log log m 
(iv) co(m)+g2(m)., (v) co(m___~) (vi) Xm~'~e)(m)" 
log m 12(m)' -rm~ ~12(m)' 
(vii) Xm'<~o)(m)(l~ x)2/3 (viii) X"'<xf2(rn)(l~ x)2/3 
X X 
d(m) Xm <. ~ d(m) 
(ix) m(logm)l+log2; (x) x(logx)log 2. 
VII. Calcul du minimum, du maximum et de la moyenne dans 100 
intervalles Egaux de 1 fi K off s,~ = 10 6 des fonctions uivantes: 
9 (ii) 1 ~ log sj. Sk 
(i) k log-----k' sk 1 
VIII. ReprEsentation des nombres pratiques de D~ sur une spirale 
plane fi l'image de celle des nombres premiers. 
IX. Etude des solutions de l'Equation 2n=m +s (met  s nombres 
pratiques et n entier) pour n variant de 1 fi 50000; m~me operation pour 
l'Equation 2n = p + q off p et q sont premiers; m6me operation pour l'Equa- 
tion 2n + 1 = p + rn of 1 pest premier et m pratique. 
2.2. Les faits empiriques 
Les operations I, II, IV et VII font apparaltre une similitude frappante 
entre nombres pratiques et hombres premiers. Les figures 1 et 2 (voir ci- 
apr6s) rapportent la densitE moyenne observEe dans chaque D2,u ~ une 
densitE en 2/log x dans le cas des hombres pratiques et dans celui des nom- 
bres premiers. Les figures 3 et 4 effectuent une comparaison analogue pour 
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rapport6e fi el(log x) ~ off c = 1,475. 
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les couples jumeaux rapport6s/~ une densit6 en ~./(log x) z (ce 2 diff6re du 
pr6c6dent). Les op6rations IV confirment 6galement cet aspect (voir publi- 
cation ult6rieure), les calculs VII 6galement, comme cela est d6velopp6 au 
paragraphe 3. 
Une diff6rence importante apparalt cependant entre nombres pratiques 
et nombres premiers d6s ce groupe de calculs. La constante 2, voisine de 1 
pour les hombres premiers est voisine de 1, 3 pour les nombres pratiques. 
Quant aux couples de nombres jumeaux, avec une loi de r6partition 
similaire, ils sont cependant plus nombreux chez les nombres premiers que 
chez les nombres pratiques. Enfin, les hombres pratiques comptent un 
certain nornbre de triplets de la forme m, m + 2, m + 4, ce qui est sans 
6quivalent chez les nombres premiers. Cette question est trait6e de fa~on 
plus pr6cise au paragraphe 3. 
FIG. 5. Repr6sentation des nombres pratiques au plus 6gaux fi 10000 sur une spirale 
"carr6e" plane (le nombre 1 est repr6sent6 par un carr6 au centre de la figure). 
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Les nombres pratiques (sauf 1) 6tant pairs et les nombres premiers 
(sauf2) 6tant impairs, un m6me entier (sauf2) ne peut ~tre ~ la fois prati- 
que et premier. Si l'on consid6re les couples (n, n + I ) pour n entier, on dira 
qu'un tel couple est pratique (resp. premier) si n ou n + 1 est un nombre 
pratique (resp. premier). Les op6rations VI I I  montrent que les couples ~ la 
fois pratiques et premiers sont relativement nombreux. Cette fr6quence 
constitute-t-elle un indice de corr61ation entre nombres pratiques et 
nombres premiers? Le test V sugg~re une r6ponse n6gative et incite fi 
consid6rer la praticit6 et la primarit6 d'un couple (n, n +1)  comme deux 
6v6nements quasi ind6pendants. 
Les opgrations II I ,  VI I I  et IX font cependant apparaRre des diff6rences 
entre nombres pratiques et nombres premiers d'une nature qualitative. 
Alors que les nombres premiers de la forme an + b se r6partissent de fagon 
FIG. 6. Repr6sentation des nombres premiers inf6rieurs fi 10000 sur une spirale "carr6e" 
plane (le nombre 1 est repr6sent6 par un carrg au centre de la figure). 
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6gale, pour une m~me valeur de a, entre les diverses classes premi6res 
modulo a, il en va autrement, pour les nombres pratiques de la m~me 
forme par rapport aux classes modulo a poss6dant la propri6t6 enonc6e au 
Th6or6me 10. Chez les nombres pratiques, la distribution se fait prioritaire- 
ment sur des restes privil6gi6s d'une faqon qui sera d6crite avec plus de 
d6tails dans l'article consacr6 h ces observations. De la mSme fa~on, la 
repr6sentation en spirale plane des nombres pratiques pr6sente beaucoup 
plus de r6gularit6s que la mSme repr6sentation avec les nombres premiers 
(voir ci-aprSs les figures 5 et 6). En ce qui concerne la conjecture de 
Goldbach, si le nombre de solutions est en moyenne plus important chez 
les nombres pratiques que chez les nombres premiers, il a un comporte- 
ment sensiblement plus irr6gulier chez les premiers que chez les seconds. 
Compte-tenu du nombre relativement 61ev6 de diviseurs des nombres 
pratiques, les fonctions arithm&iques poss6dent, sur l'ensemble des nom- 
bres pratiques, des propri6t6s qu'il convient mieux de comparer ~t celles 
qu'elles poss6dent sur 1~ tout entier. La premi6re partie a montr6 qu'elles 
sont en moyenne plus 61ev6es ur S que sur ~ et plus r6guliSres. Ainsi, par 
exemple, O(m)~ +~ quand m~ +~ ce qui n'est pas le cas sur [~. 
Au paragraphe suivant, des indications plus pr6cises ont indiqu6es ur le 
comportement asymptotique de ces fonctions ur S. 
3. CONJECTURES 
Sur la base des observations r6sum6es ci-dessus, il me parait utile de 
formuler un certain nombre de conjectures. 
Rappelons que Sl ..... sn,.., d6signe la suite par ordre croissant des 
nombres pratiques pairs et que Os(X) = ~..m<~ x log m (on rappelle que m ~ S). 
I1 est sans doute possible de proposer la 
CONJECTURE 1. H existe une constante r6elle positive 2 telle que 
Os(x )~2x  
quand x tend vers + ~.  
On en tirerait le 
COROLLAIRE 3. S(x)  ,,, 2(x/log x) quand x tend vers + oo. 
En effet, on observe que pour r/> 0 fix6 
( logx l -n ) (S (x ) -x  1 ")<~ 
ruES  
xl-rl<m~<x 
log m <~ Os(X) <~ S(x)  log x. 
641/37<1-3 
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Ce qui donne pour tout ~/e ]0, 1 I-: 
Os(x ) S(x)log x Os(x ) log x 
2x ~< 2x ~<2x( l -~/ )+ 2x" 
Si on se donne e > 0 et si on prend t /= ~ il existe x0 > 0 tel que pour x >~ x 0 
on ait, sous l'hypoth4se de la Conjecture 1" 
1-e<~Os(x)<~ 1 +e et logx~<e. 
/ox 2x '  
D'o6, pour x ~> Xo: 
1 -e<~S(x!l~ 1 +~+e. 
On en d6duirait 6galement le 
COROLLAIRE 4. Sk"~ (1/2) k log k quand k tend vers + ~. 
En effet, comme s, tend vers l'infini en croissant quand k tend vers 
l'infini, on aurait S(sk)~2(s,/log s,) mais, par d6finition de sk, S(sk)=k 
d'ofi k log s, ~ 2sk. I1 en d6coule, pour k assez grand, e > 0 6tant fix& 
k log sk 
1 -e~<- -~< 1 +e soit (1 -e )2sk<~klogs ,<~ (1 +e)2s k. 
)~sk 
On en tire logsk+log2+log(1--e)<<.logk+loglogsk<~logsk+log2+ 
1og( l+e) .  D'ofi l 'on d6duit ais6ment logk~logs~.  D'o6 2sk~klogk  
c'est-fi-dire sk ~ ( I /2) k log k. 
I1 r&ulterait imm6diatement de ce corollaire le 
COROLLAIRE 5. ~m~s(1/m)= +~ et Hm~s(1 - 1/m) diverge. 
Un mot sur la constante 2. Compte-tenu des observations faites sur les 
nombres premiers, la meilleure approximation que l'on puisse faire de 2 est 
celle qui est donn6e par la constante observ6e sur le domaine O 2 ~ savoir 
1, 341. Le calcul VII  1 concernant le rapport  sk/klogk, effectu6 sur le 
domain D~ montre une limite de ce rapport  de l'ordre de 0,894 pr6s de 10 6, 
ce qui diff6re sensiblement de 1/2. Comme le montre le d6tail du calcul fait 
pour 6tayer le Corollaire 2, il faut en r6alit6 tenir compte du rapport  
log log s~/log sk qui alt6re le rapport  log sk/log k pour des valeurs encore 
faibles de s,.  Ce dernier est en effet de l'ordre de 1,203 d'ofi un rapport  
th6orique de 0,897 de sk/klogk pr6s de 10 6, abstraction faite de l'ap- 
proximation sur 2 et de l'6cart de 2 avec la densit6 pr6s de 10 6, suppos6e 
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faible en regard de l'erreur due & la substitution de log k/t  log sk. Comme 
on le volt, l'observation confirme ces hypotheses. Si, comme pour les nom- 
bres premiers, on suppose que S(x) est plus grand que la densit6 th~orique 
2(x/log x) (on observe que, sch6matiquement S(x)log x/x passe par un 
maximum au voisinage de x = 105 pour d~croltre ensuite lentement et 
r6guli~rement), il dolt &re plausible de retenir pour 2 une valeur tr~s 
proche de 1, 3. 
Posons Sj(x) = card{m 9 S; m ~< x & m + 2 e S}. Les r~sultats des calculs 
II et IIbis (voir aussi le tableau I) sugg6rent la 
CONJECTURE 2. / /ex&te une constante rOelle positive 2j telle que Ss 
2j(x/(log x) 2) quand x tend vers + oo. 
Comme indiqu6 prac6demment, l'observation signale la pr&ence de 
triplets m, m + 2, m + 4 pratiques comme, d'ailleurs, de blocks de nombres 
pratiques 6quidistants, c'est-&-dire de s6quents pratiques tels qu'il n'existe 
aucun autre nombre pratique que les membres du s+quent entre le premier 
et le dernier terme de celui-ci. I1 y a 399 triplets de cette sorte dans le 
domaine D le t  168 dans le domaine D e. Pour ce dernier, certains D2,, ne 
comptent aucun triplet de la sorte. Bien que tout ceci reste en accord avec 
une loi de r6partition en x/(log x) 3, l'&roitesse relative des domaines D2, . 
oblige & consid6rer les observations comme trop fragmentaires pour en 
RRppoR~r : COMP. REEL/COMP. HTPOTHET IQUE 
~ OMPORTEMENT: REEL, HTPOTHETIOUE 
l .Oqq ?.  886/  f t ]~ 
,.o2, 7.~7~ , 9 - ~ . ' . " :  ' , : !~ 
6 t6 ~ ', ' ,  . ' ~ .' " ' .  i . . . . .  
7or !; o. 
3~T ' I t7"~ i~z  ' | ' I '- I ' I ' I ' I ' I , ; i l  ' I 
O, ~S: 
,IOOEO6 .501E08 .251E07 .126E08 .831E08 .$16E09 ,tSBElO .79ttEtO .398E1] .200Et2 .JOOEt9 
ENT [ER5 . ~ . C~)MPORTERENT REEL 
CI~MPORTEMENT HTPO~HETIQUE 
.~] . .  RBPPO~] CORP.REELIHTPOTH. 
(s HYP0"THETIOUE= O. 752) 
FIG. 7. Comportement de la fonction ~.m<~ d(m) dans chacun des D2, . rapport6e fi la 
fonction cx/(log x) I~ o0 c = 0,752. 
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tirer une conjecture quantitative. Ces mSmes observations emblent par 
contre autoriser la 
CONJECTURE 3. II existe une infinitO de nombres pratiques m tels que 
m + 2 et m + 4 soient kgalement des hombres pratiques. 
En ce qui concerne les fonctions arithmhtiques, les calculs VI permettent, 
me semble-t-il, de d6gager quetques conjectures concernant les fonctions 
d, co et t2. 
CONJECTURE 4. II existe deux constantes rkelles positives 3 et v a avec 
89 < va, 6 < 1 telles que ~m<,x d(m) ~ vax(log x) a quand x tend vers + oo. 
D'apr6s les observations (voir la figure 7 qui illustre cette conjecture) il 
semble que log 2 soit un bon candidat pour 6. Compte-tenu du Corollaire 1 
de la Conjecture 1 on peut s'attendre ~i un ordre moyen de d(m) 6gal fi 
(1/2)(log m) 1 +a ce qui paralt &re compatible avec les calculs effectu6s ur 
cette hypoth+se. Pour les fonctions o) et s on observe des ph6nom6nes 
analogues r6sum6s dans la 
CONJECTURE 5. / /  existe des constantes rkelles positives q, v,o, v o avec 
l <q<l  et 89 a<<. l telles que 
X X 
(n(m) ~ vo, (log x)" et ~ g2(m) ,,~ v a (log x)" 
m~.v  m<~x 
quand x tend vers + Go. 
Sur la base des calculs IX il para~t possible de formuler la 
CONJECTURE 6. Pour tout entier pair n, il existe deux nombres pratiques 
m et s tels que n = m + s. 
I1 en r6sulterait, en particulier, que tout entier serait somme d'au plus 
trois hombres pratiques ou premiers dont deux au moins seraient prati- 
ques. Les observations effectu6es paraissent autoriser une hypoth6se plus 
forte qu'6nonce la 
CONJECTURE 7. Tou l  entier autre que 1 est somme de deux nombres 
pratiques ou premiers. 
Ce qui 6quivaut, sous l'hypoth~se de la conjecture 6, ~i 6noncer: 
Tout entier impair autre que 1 est la somme d'un nombre pratique et 
d'un nombre pratique et d'un nombre premier. 
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TABLEAU I 
Nombres pratiques inf~rieurs ~i 5000 
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1 ' =304 672 1080 1484 1944 2412 2883 3360 3840 4355 4864 
2 '2 =306 680 1088 1486 41950 42415 2886 3366 3848 4368 4872 
3 =4 308 684 1092 1496 1952 2420 =2896 3380 3864 4374 4880 
46 312 590 1100 1500 1960 =2430 2900 3384 =3670 4380 4884 
5 6 320 696 1104 1504 1968 2432 2904 3388 3872 4392 4888 
6 12 324 =700 1110 1512 =1974 2436 2912 3392 3876 4400 4896 
7 416 330 =702 1116 41518 1976 =2440 2916 =3400 3888 4410 4900 
8 =18 336 704 =1120 1520 1980 2442 2920 3402 3894 4416 4914 
9 20 =340 714 1122 1530 1984 2445 2926 3408 3930 =4420 4920 
10 24 342 720 1128 1536 41998 2460 2940 3416 =3904 =4422 4928 
11 =26 348 =726 1134 1540 2000 2464 2944 3420 3906 4424 4940 
12 43C 352 728 1140 1548 2010 =2478 2952 3432 3920 4428 4944 
13 32 360 735 1144 1554 2016 2480 2960 3440 3936 4440 4950 
14 36 364 740 1148 1560 2024 2484 2964 3444 3942 4446 4956 
15 =40 366 744 1152 41566 2028 2496 =2968 3450 3948 4452 4960 
16 42 =378 750 1160 1568 2040 2500 2970 3456 3952 4464 4968 
17 48 380 756 1170 1584 =2046 2508 2975 3468 3960 4472 4980 
16 =54 384 760 1176 1590 2048 2520 2982 3472 3968 =4480 4984 
19 56 =390 766 1184 1595 2052 2535 2988 3480 =3976 4482 4992 
20 60 392 780 1186 1600 2058 2544 2992 3486 3978 4488 =4998 
21 =64 396 784 1290 1620 2064 =2548 3000 =3498 3984 4500 5000 
22 66 400 792 1204 1624 =2070 =2650 3008 3500 3990 4508 
23 72 408 ~798 41216 1632 2072 2552 3016 3504 3996 4512 
24 476 4414 800 1218 41638 2080 2556 3024 3510 4000 4524 
25 80 416 4810 1224 1640 2088 =2560 3036 3520 4004 4536 
25 84 420 812 41230 1650 2100 2562 =3040 3528 4020 4544 
27 =88 432 816 1232 1656 2106 =2574 3042 3536 4026 4554 
28 90 440 820 41240 1664 2112 2576 3060 3540 4032 4560 
29 96 =446 628 1242 41672 2120 2580 3066 3552 =4048 4576 
30 100 450 832 1248 1674 2124 2592 3072 3560 4050 =4590 
31 104 456 840 1254 1660 42128 2600 =3078 3564 4056 4592 
32 108 4460 =858 1260 1692 2130 2604 3080 3570 4060 =4600 
33 112 =462 860 1272 1696 2142 2610 3096 3584 4074 4602 
34 120 464 864 1280 1700 2156 2624 =3100 3588 4080 4608 
35 4126 468 =868 =1288 1710 2160 2628 3102 3600 4088 4620 
35 128 476 870 1290 1715 42176 2632 3108 3608 4092 4824 
37 132 480 =880 1296 41720 2178 2640 3120 3612 4096 4640 
38 140 486 882 41300 1722 2184 2646 3132 3618 4100 4644 
39 144 496 888 1302 1728 2190 2652 3136 3630 4106 =4648 
40 150 500 896 1312 1735 2196 2660 3150 3640 4116 4650 
41 156 504 900 1316 1740 2200 2664 3160 3648 4128 4686 
42 4160 =510 912 1320 1760 2208 2680 3168 3664 44134 =4662 
43 162 512 4918 1326 1764 2214 2688 3180 3660 4136 4664 
44 168 =620 920 1332 41768 2220 2700 3186 3666 4140 4672 
45 176 522 924 1344 1770 2226 =2704 3192 36?2 4144 4680 
46 180 528 4928 41350 1776 2232 2705 43198 3680 =4158 4686 
47 192 532 930 1352 1782 2240 2720 3200 3690 4160 4692 
46 4196 540 936 1360 41792 2244 =2728 3204 3696 4176 =4698 
49 4198 =544 952 1368 1794 2250 2730 3216 3700 4180 4700 
50 200 546 960 1372 1800 2256 2736 3220 3712 4200 4704 
51 204 552 =966 1376 1806 2262 2744 3224 3720 4212 4720 
52 =208 =558 968 1380 1820 2268 =2752 3234 =3724 4224 4732 
53 210 560 972 1386 1824 2280 2754 3240 3726 4230 4736 
54 218 570 980 1392 1830 2288 2760 3248 =3738 4240 4740 
55 220 576 984 1400 1636 2296 2772 3256 3740 4248 4752 
56 224 580 =990 1404 1840 2300 2784 3264 3744 4256 =4756 
57 228 588 992 41408 1848 2304 2790 3276 =3750 4250 4760 
58 234 594 1000 1410 1856 2310 2800 3280 3752 =4264 4770 
59 240 609 1008 1416 1650 =2320 2808 3294 =3760 4266 4784 
60 252 608 1014 1428 1872 2322 42814 3300 3762 4272 4788 
61 256 612 1020 1440 1880 2340 28f6 3304 3776 4284 4800 
62 260 616 41024 1452 41888 2352 2820 3312 3780 =4288 4806 
63 264 620 1026 41456 1890 2360 2832 43318 3784 4290 448t6 
64 =270 624 1032 1458 1900 2368 =2838 3320 3792 4300 4818 
65 272 630 1036 1464 1904 2376 2840 =3328 3800 4312 4824 
66 276 640 1040 =1470 1908 2380 2844 =3330 3808 4320 4830 
67 280 644 1044 1472 1914 =2392 2850 3332 3816 4332 4836 
68 288 648 1050 1476 1920 2394 2856 3344 3822 4340 4840 
69 294 660 1056 41480 1932 2400 =2860 3348 3828 =4350 4848 
70 300 666 1064 41482 1936 2408 2862 3354 3834 4352 4860 
70 140 210 280 350 420 490 560 630 700 770 791 
18 31 44 56 64 73 67 96 102 111 121 122 
Note. Le premier nombre au bas de chaque colonne indique le cardinal des nombres prati- 
ques 6num6r6s depuis le d6but de la table jusqu'fi la fin de cette colonne. L'ast6risque plac~e 
devant un nombre signale que son suivant pair est 6galement pratique. Les couples de 
nombres pratiques jumeaux sont compatibilis6s, de la m~me mani6re que les nombres 
pratiques ordinaires, par le deuxi~me nombre figurant au has de chaque colonne. 
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